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Kurvenuntersuchung von Polynomen 3. bis 5. Grades mit ganzzahligen Koeffizienten

Klaus-R. Loffler

Vorbemerkungen

Kurvendiskussionen werden ja von manchen Schiilern fiir schwer gehalten, viele empfinden sie aller-
dings - wohl wegen des schematischen Verfahrens - eher schlicht als langweilig. Bei den Themenartikeln
auf meiner Homepage ist (auf Grundkursniveau) eine mogliche Vorgehensweise beschrieben.

Das nachfolgend erlduterte Programm PolynomX (vorliegend in Mac-Version und in Windows-Version)
fithrt bei hinreichend einfachen Funktionen (ganzrationalen Funktionen dritten bis fiinften Grades mit
ganzzahligen Koeffizienten) eine vollstndige Untersuchung durch und gibt dabei auch die jeweiligen
algorithmischen Schritte an; auf Wunsch wird der Graph unter Kennzeichnung aller kritischen Punkte
skizziert. Ist eine vollstdndige Untersuchung mit den iiblichen schulischen Mitteln nicht mglich - z.B.
weil Gleichungen hheren als 2. Grades zu l6sen sind - werden die erforderlichen Nullstellenbestimmun-
gen auf Wunsch mit approximativem Verfahren durchgefiihrt.

Integriert ist das Programm Interpolation zur Bestimmung von Interpolationspolynomen fiir maximal
neun Stiitzstellen sowie der Gleichungs-Loser fiir Gleichungen bis zum zehnten Grad.

Das Polynomfenster

Nach dem Start offnet sich das Polynomfenster, so dass man wahlweise ein Polynom eingeben kann
oder

e eines der auf der Fuflleiste des Fensters angebotenen Beispiele 1 bis 9 wihlen kann,
e zum Gleichungsléser wechseln kann,
e zum Interpolationsfenster wechseln kann.

Nach Eingabe eines Funktionsterms wir durch Driicken des Buttons Verlauf Untersuchen gemifl der
Angabe der Verlauf des Graphen untersucht und beschrieben; falls hier die schulischen Mittel nicht
ausreichen, z.B. weil eine Gleichung dritten Grades zu 16sen ist, wird die Untersuchung wahlweise auf
schulgngige Verfahren beschrinkt oder approximativ zu Ende gefiihrt.

Bei dem dargestellten Beispiel wird die z.B. folgende Beschreibung des Kurvenverlaufs gegeben:

Der auf das abgeschlossene Intervall [ -1 ; 7 | eingeschrinkte Graph von f

e beginnt im Anfangspunkt A(—1]357) linksdrehend und fallend mit der Steigung -576 ,

e fiillt linkksdrehend zum Nullpunkt B(0|0) mit Steigung -180 ,

fallt linkksdrehend zum lokalen Tiefpunkt C'(1] — 75) mit Steigung 0 ,

steigt linkksdrehend zum Wendepunkt D(1.845299| — 53.66667) mit Steigung 36.95042 ,

steigt rechtsdrehend zum lokalen Hochpunkt E(3| — 27) mit Steigung 0 ,
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|Bestimmung der Nullstellen:

|Die Gleichung 3x"4 = 36x"3 + 13Bx"2 = 180x = 0 hat erkennbar 0 als Ldsung und ist durch (ggf. mehrfaches) Ausklammern von x zu
vereinfachen.

|In der Gleichung 3x"3 - 36x*2 + 138x - 180 = 0 hat das absolute Glied nach Ausklammern von 3 die Teilermenge {1, 2, 3, 4, 5, 6, 10,
|15, 20, 30, 60}.

|Mit x = 6 findet man eine ganzzahlige Nullstelle, man kann alsoc (x - &) ausklammern.

Polynomdivision reduziert auf die Gleichung: 3x*2 - 18x + 30 = 0 .

|Die guadratische Gleichung 3x"2 - 18x + 30 = 0 hat keine Losungen .

|Losungsmenge ist also {0, 6} .

|
Die 1. Ableitung hat den Funktionsterm 12x"3 - 108x"2 4 276x = 180 ; Bestimmung der Nullstellen:
|In der Gleichung 12x*3 - 10Ex"2 + 276x - 1BO = 0 hat das absolute Glied nach Ausklammern von 12 die Teilermenge {1, 3, 5, 15}.
|Mit x = 1 findet man eine ganzzahlige Nullstelle, man kann alsc (x - 1) ausklammern.
|Polynomdivision reduziert auf die Gleichung: 12x"2 - 96x + 180 = 0
|Die guadratische Gleichung 12x"2 - 96x + 180 = 0 hat die Lésungen 3 und 5
Lésungsmenge ist also {1, 3, 5} .
|

|Die 2. Ableitung hat den Punktionsterm 36x"2 - 216x + 276 ; Bestimmung der Nullstellen:
|Die guadratische Gleichung 36x"2 - 216x + 276 = 0 hat die Lésungen 1.845299 und 4.154701
ILﬁsungsmenge ist also {1.8453, 4.1547}

/Die 3. Ableitung hat den Funktionsterm 72x - 216 ; Bestimmung der Nullstellen:
|Die Gleichung 72x - 216 = 0 hat die Losung 3 .
ILﬁsungsmenge ist also {3} .

|
|Zusammenfassung der Nullstellenmengen N{i) der i-Ableitungen (i=0, 1, 2, 3):

IN(oy = {0, &}

[¥(1) = {1, 3, 5)
IN(2) = {1.8453, 4.1547}
[N(3) = {3}

|Menge der kritischen Stellen: {0, 1, 1.8453, 3, 4.1547, 5, 6}
|Alle kritischen Stellen liegen im Inneren des Intervalls [ =1; 7 ] .

|Vorzeichentabelle nach Intervallen
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Das Verfahren zur Ermittlung der Vorzeichenbereiche (unter Umstinden ohne Berechnung eines einzigen Funktionswertes)
|ist in http://www.mathemator.org/Media/Themen/Eurvendiskussion.html ausfilhrlich beschrieben.

|
|Wertetabelle fiir die kritischen Stellen

| x | -1
|

| E(x) | _357__| _o

0 | _1 | _1.8452| _3 | _4.1547| _5 | _& 7

=15 | _-53.86| _-27 | _-53.66| _-75 | _o 357 |
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Abbildung 1: Polynomeingabe und Kurvendiskussionsausgabe



o filllt rechtsdrehend zum Wendepunkt F'(4.154701| — 53.66667) mit Steigung -36.95042 ,

e fillt linkksdrehend zum lokalen Tiefpunkt G(5| — 75) mit Steigung O ,

e steigt linkksdrehend zum Nullpunkt H(6]|0) mit Steigung 180 ,

e und endet schlielich linksdrehend steigend mit der Steigung 576 im Endpunkt I(7|357) .

Nach erfolgter Kurvenuntersuchung kann durch Driicken des Buttons Zum Kurvenzeichner das Gra-
phikfenster, also hier speziell das Kurvenfenster gedffnet werden.

Das Kurvenfenster
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Abbildung 2: Darstellung der untersuchten Kurve

Die kritischen Punkte

Ein Punkt mit den Koordinaten (z|f(x)) wird bei dieser Betrachtung als kritisch bezeichnet, wenn x
eine Nullstelle von f, f oder f” ist, da nur solche Punkte Nullpunkte oder Wendepunkte sein knnen.
Dies gilt auch fr die Extrempunkte, wobei hier allerdings bei der eingeschrankten Betrachtung auf ein
abgeschlossenes Intervall immer noch zusitzlich die Randpunkte (zumindest relative) Extrempunkte

sind.
Die kritischen Punkte sind von links nach rechts durchbuchstabiert und rot gekennzeichnet.



Das erweiterte Intervall

Bei Wahl dieser Option wird nicht nur das alle kritischen Stellen umfassendste kleinste Intervall
zugrunde gelegt, sondern ein etwas grofleres, so dass alle ermittelten kritischen Stellen im Inneren
liegen.

Das Interpolationsfenster

Will man ein Interpolationspolynom berechnen, also den Funktionsterm einer ganzrationalen Funktion
f, die an einer vorgegeben Menge von Stellen (in diesem Programm maximal 10) vorgegebene Werte
annehmen, so wird zuerst die Anzahl der Stiitzstellen eingegeben, dann die Stellen und die dort
anzunehmenden Werte.

Wertetabelle

Im Mittelteil des Fensters konnen bis zu zehn Stellen angegeben werden, fr die bei der Berechnung
der entsprechende Wert des Interpolationspolynoms angegeben wird.

Form der Ausgabe

Die Koeffizienten des Interpolationspolynoms werden als Dezimalbriiche (mit Punkt als Dezimal-
Trennzeichen) angegeben. Da bei rationalen Koordinaten der Stiitzstellen auch die Koeffizienten des
Interpolationspolynoms rational sind, kann das Polynom auch mit ausgeklammertem Hauptnenner
angegeben werden. Hierzu wird durch den Button Berechnen und ggf. Strecken bei nicht zu groflem
Hauptnenner der Graph mit entsprechendem Faktor in Richtung der y-Achse gestreckt. Der Streck-
faktor (im Beispiel 1080) wird angegeben.

Anzahl der Stuetzstellen: 6|

Funktionswerte des Interpolationspolynoms

X o 2
y | -16.177|5

Berechnen

Berechnen und ggf. Strecken

Streckfaktor = 1080

Koeffizienten des Interpolationspolynoms

-17472 23146 -1025 -4965 1517
xAQ xAl xA2 xA3 xA4

-121 Fenster schlieRen

Abbildung 3: Eingabe der Stiitzstellen, Ausgabe des Polynoms, ggf. Streckung



Der Gleichungsléser

800 Cleichungs-Liser

Losung der Cleichung | Neue Gleichung | | Cleichung Einlesen | | Losungen Berechnen |

53 |4 -50 |x+|-4 xh2 4+ 12 A3 4+|-2 A4 + |0 ®A5 + 0 ®xA6 + 0 xA7+ 0 xA8 + 0 A9+ 0 xA10 =0

Die Gleichung 53 - 50x - 4xA2 + 12xA3 - 2xA4 = 0 hat die Lésungen x1l = -2.049928 , x2 = 1434286, x3 = 1.919069,
x4 = 4.696573.

| Fenster schlieRen |

Abbildung 4: Eingabe der Gleichungskoeffizienten, Ausgabe der Losungen

Eingabe der Gleichung

Die zu lésende Gleichung hat die Form > a;x' = 0. Dabei betriigt der Grad n der Gleichung
maximal 10.

Im dargestellten Beispiel wird die Gleichung —2z* + 1223 — 422 — 502 = —53 gelost; daher sind im
Fenster die Koeffizienten a9 =53, a1 = -5, as=—4, a3=12, a4 =—2 einzutragen. Die
Eingabe wird durch Driicken des Buttons Gleichung Einlesen abgeschlossen. Die Gleichung wird in
geschlossener Form ausgegeben und kann so noch einmal kontrolliert und ggf. korrigiert werden.

Ausgabe von Gleichung und Lésungen

Nach Driicken des entsprechenden Buttons werden - unter Verwendung von Methoden der Analysis -
sdmtliche reellen Losungen der Gleichung berechnet und als Dezimalbriiche angezeigt.

Zusitze

Das Programm PolynomX enthilt neben den hier beschriebenen Anwendungen eine Reihe von zusétz-
lichen Moglichkeiten. So werden beim Starten des Programms mit gedriickter ALT-Taste Erweiterun-
gen freigeschaltet, - zum Beispiel werden dann bei der Kurvendiskussion zusétzlich die Inhalte der von
Graph und x-Achse eingeschlossenen Flichen berechnet.



